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Vorwort
Liebe schulerin, lieber Schuler!

Du haltst ein Ubungsbuch in der Hand, das dir helfen soll, auf einfache Art und Weise
die 8. Klasse in Mathematik positiv abzuschlie3en und daran anschlieBend die Matura zu
bestehen.

Mit ,Kompetent Aufsteigen Mathematik 8" ist das Lernen ganz leicht!

Im ersten Teil des Buches wird der wichtigste Stoff der 8. Klasse zusammengefasst.

Jedes Kapitel wird von einem Theorieteil mit tGbersichtlichen Erklarungen und einfachen
Merksatzen eingeleitet. Die anschlieRenden Ubungen in unterschiedlichen
Schwierigkeitsgraden helfen dir, den Lernstoff zu wiederholen, zu festigen und deine Noten
zu verbessern.

Als Vorbereitung auf die standardisierte und kompetenzorientierte Reifepriufung
(Zentralmatura) werden am Ende jeden Kapitels Fragen und Ubungen zur Grundkompetenz
gestellt. Diese berticksichtigen vor allem die neuen Prifungsformate (z. B. Multiple-Choice-
Verfahren, Aussagen richtigstellen, Argumentieren, Begriinden) und festigen die
Grundkompetenz im Hinblick auf die zentrale Reifeprifung in Mathematik.

Das beigelegte Losungsheft ermdglicht eine einfache Selbstkontrolle.

Im zweiten Teil werden zur Sicherung der Nachhaltigkeit (Lehrplan 8. Semester) die
Grundkompetenzen der gesamten Oberstufe — gegliedert nach den vier Inhaltsbereichen
AG Algebra und Geometrie, FA Funktionale Abhangigkeiten, AN Analysis und WS
Wahrscheinlichkeit und Statistik — wiederholt und dazu einige Beispiele angegeben.
Weiters wird durch die Symbole @ ®@® darauf verwiesen, in welchen Klassen die
entsprechende Grundkompetenz als Lehrstoff vorkommt.

Zum Beispiel kommt die Grundkompetenz ,,Wissen uber die Zahlenmengen N, Z, Q, R
verstandig einsetzen konnen” in allen Oberstufenklassen vor. In der 5.Klasse ® und in der
7. Klasse @ wird diese Grundkompetenz als Lehrstoff durchgenommen.

Lies zur Vorbereitung auf die kompetenzorientierte Reifeprifung in den Blichern
LAufsteigen Mathematik 5, 6, 7 und 8” die entsprechenden Kapitel nach. Du findest dort
weitere Beispiele zum Vertiefen und Vernetzen der Grundkompetenzen.

Zusatzliche Aufgaben zur Vorbereitung findest du auch im Band ,Kompetent Aufsteigen
Mathematik 8 Matura-Trainer”.

Viel Erfolg beim Uben mit dem vorliegenden Werk und alles Gute fiir die bevorstehende
Reifepriufung wiinschen dir die Autoren

Helga Wagner Ginther Wagner
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6 Integralrechnung

Integralrechnung

Die Integralrechnung ist neben der Differentialrechnung der wichtigste Zweig der Analysis.
Sie ist aus dem Problem der Flachen- und Volumsberechnung entstanden, aber auch aus der
Aufgabenstellung, zum Differenzieren eine Umkehroperation zu finden.

Unter- und Obersumme

In der Unterstufe hast du gelernt, wie man den Flacheninhalt von geometrischen Figuren mit
Hilfe von einfachen Formeln errechnet. Zum Beispiel: Flacheninhalt eines Rechtecks A=a-b,
oder Flacheninhalt eines Kreises A=r?.n

Naherungsweises Berechnen von Flacheninhalten

Um auch den Flacheninhalt von Flachen, die von Kurven begrenzt sind, zu berechnen, kann
man so vorgehen:

Gib den Flacheninhalt jenes Flachenstlicks an, das
von der Funktion f(x) :%xz +1 und der x-Achse
im Intervall [0; 4] begrenzt wird!

Um den gesuchten Flacheninhalt abzuschatzen, kann man so vorgehen:

1. Naherung:

Abschatzen des Flacheninhalts durch ein eingeschriebenes bzw. ein umschriebenes
Rechteck im gesamten Intervall [0; 4].

________________________

0101

Der gesuchte Flacheninhalt A liegt zwischen den Flacheninhalten
des eingeschriebenen Rechtecks: 4-f(x,) bzw.
des umschriebenen Rechtecks:  4-f(x,)
Intervalllange: x;—X, 4-f(0)<A<4-f(4)
4-1<A<4.5
4<A<20



Integralrechnung

2. Naherung:
Das Intervall wird in zwei gleich lange Teilintervalle zerlegt.

.............................

----------

Der gesuchte Flacheninhalt A liegt zwischen der Summe der Flacheninhalte der
eingeschriebenen Rechtecke bzw. der Summe der Flacheninhalte der umschriebenen
Rechtecke.

Intervalllange: X;—Xy =X, =X, =2
2-f(xp)+2-f(xq) < A < 2-f(x;)+2-f(xy)
2.£(0)+2-f(2) < A < 2-f(2)+2-1(4)
21422 < A <2-2+25
6 <A <14

3. Naherung:
Das Intervall wird in vier gleich lange Teilintervalle zerlegt.

H H H i H I ¥ H H i
) SO SO IO SOOI S G O SO S S
------------------------------

SERARL oAbt LR T

----------------

L X X3 Xy

Intervalllange: X;—Xy =X, —X;=X3 =Xy =X4 —X3 =1
1-F(xo) +1-F(xq) +1-F(xg) +1-f(x3) < A < 1-6(x) +1-F(x5) +1-F(x5) +1-f(x4)
1.£(0)+1-F(1)+1-F(2) +1-F(3) < A < 1-£(1)+1-F(2)+1-f(3) +1-1(4)
1+1,25+2+3,26 < A < 1,25+2+3,25+5
7,5 < A <115

Man erkennt:
Wird die Zerlegung des Intervalls feiner gewahlt, so kommen einander die Werte der
Summen der Flacheninhalte der eingeschriebenen bzw. umschriebenen Rechtecke naher.
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Naherung durch Zerlegung des Intervalls in n Teilintervalle:

Intervalllange: X;—Xy =Xy —Xq =... =X, —X,,_1 = AX
AX-F(Xg )+ AX-F(Xg) 4o+ AX-F(Xpg) < A < AX-F(Xp)+ AX-F(X5) +...+ AX - F(X,,)
Ax-[f(xo)+f(x1)+...+f(xn_1)] <A< Ax-[f(x1)+f(x2)+...+f(xn)]

Un On

Unter- und Obersumme

Einem Flachenstlick, das vom Graphen einer Funktion f(x) >0 und der x-Achse im
Intervall [a; b] festgelegt ist, konnen Rechtecke eingeschrieben bzw. umgeschrieben
werden.

Die Summe der Rechtecksflachen unterhalb der Kurve wird als Untersumme U,
bezeichnet.

Die Summe der Rechtecksflachen oberhalb der Kurve wird als Obersumme O,
bezeichnet.

Wenn n Uber alle Grenzen strebt (n - oo) und die Untersumme U, bzw. die
Obersumme O, zum selben Grenzwert konvergieren, dann gilt fir den Flacheninhalt
unter dem Graphen der Funktion f:

A=IlimU,=1imO,

n—o n—o

Beachte:

Wenn du die Untersumme bildest, dann ist die Lange des Rechtecks jeweils der kleinste
Funktionswert von f im entsprechenden Teilintervall. Wenn du die Obersumme bildest, dann
ist die Lange des Rechtecks jeweils der grof3te Funktionswert von f im entsprechenden
Teilintervall.
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Das Integral

Durch den Graphen der stetigen Funktion f und der x-Achse wird im Intervall [a; b] eine
Flache begrenzt, deren Flacheninhalt man mit Hilfe der Unter- bzw. der Obersumme
naherungsweise berechnen kann. Man zerlegt das Intervall [a; b] in n Teilintervalle, gibt die
Lange der Teilintervalle mit Ax an und bezeichnet in den jeweiligen Teilintervallen die

bzw. die Maximumstelle mit x.

i;max *

Minimumstellen mit x;

Dann gilt fur die

n
Untersumme U, :Ax~Zf<xi;min) und fiir die
=

Obersumme O, = Ax - Zn:f(xi;max)
=

Wenn man die Anzahl der Teilintervalle erhoht, also n nach unendlich strebt, so strebt Ax
nach 0. Dabei wird der Unterschied zwischen Unter- und Obersumme beliebig klein.

Das lasst vermuten, dass es genau eine Zahl | gibt, sodass U <1< O fiir alle Untersummen U
und alle Obersummen O von [a; b] gilt.

Die Zahl | wird in der Mathematik eigens benannt: | ... Integral

Bestimmtes Integral
Ist f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion, dann heil3t die reelle Zahl |, die zwischen
allen Untersummen und allen Obersummen von fin [a; b] liegt, bestimmtes Integral

von fin [a;b].

b b
Man schreibt: I:J.f oder I:J.f(x)dx
a a

Beachte:

— Sprechweise: ,Integral von f zwischen den Grenzen a und b”
kurz: ,Integral von f von a bis b”
a heil3t untere Grenze, b heild3t obere Grenze des Integrals.

— Die Funktion f bzw. der Funktionsterm f(x) wird als Integrand bezeichnet.
— Die Variable x heil3t Integrationsvariable.
— Das Berechnen von Integralen heil3t integrieren.

b b
— Beim Symbol J.f(x) dx ist im Gegensatz zum Symbol J.f die Integrationsvariable
a

a

ersichtlich. Das verdeutlicht, nach welcher Variablen integriert wird.

b
Zum Beispiel: If(t) dt ... die Funktion f wird in [a; b] nach der Variablen t integriert.
a

Anmerkung:

Bei der Abschatzung des bestimmten Integrals | durch Unter- bzw. Obersummen wurden die
Hohen der Rechtecke mit der Minimumsstelle bzw. der Maximumsstelle der Teilintervalle
angenommen.
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Die Hohe kann allerdings auch an jeder beliebigen
Stelle x; des Intervalls angenommen werden ’ )
(siehe Skizze). /
Wenn man sehr viele Rechtecke verwendet und Ax
klein genug wahlt, ist es egal, wo die Hohe der
Rechtecke angenommen wird.

Approximation von Integralen durch eine Summe von Produkten

Man kann fir die ndherungsweise Berechnung von Flacheninhalten unter einem Graphen
einer Funktion f Summen verwenden.

Man zerlegt dabei die von der Funktion f in einem
Intervall [a; b] festgelegte Flache in sehr diinne Streifen.

Flr den Flacheninhalt eines solchen Streifens gilt:
AA =~ f(x)- Ax a s b
::/ \\m&x

Der Flacheninhalt A(a, b) der gesamten Flache von a bis b ist dann naherungsweise die
Summe dieser Flachen AA:

A(a,b)~ Zf(x)-Ax
Wenn man sich vorstellt, dass alle diese Streifen ,,unendlich dinn“ werden, so strebt Ax —» 0.
Dann ergibt sich fiir die Gesamtflache

A(a, b)=> f(x)-dx

Bei dieser Summe handelt es um eine Summe von sehr vielen sehr kleinen Produkten
der Form f(x)-Ax.

b
Man schreibt A(a, b):jf(x) dx

a
Das Integralzeichen _[ ist aus dem Summenzeichen Z bzw. S fiir Summe entstanden.
dx deutet an, dass der Grenziibergang Ax — 0 bereits durchgefihrt wurde.

Anmerkung:
Wenn man von a ausgehend einen Streifen betrachtet, der als Breite 0 hat, so hat dieser
Streifen den Flacheninhalt 0.

a
Es gilt daher: [f(x)dx =0
a
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Stammfunktion

Eine Hauptaufgabe der Differentialrechnung ist es, zu einer Funktion y = f(x) die
Ableitungsfunktion y’=f'(x) zu finden. Mit dieser kann man zum Beispiel die
Momentangeschwindigkeit berechnen oder die Steigung einer Tangente in einem
bestimmten Punkt eines Funktionsgraphen angeben.

Umgekehrt kann man aus der gegebenen Ableitungsfunktion y'=f'(x) die urspriingliche
Funktion oder die Stammfunktion finden. Diesen Vorgang nennt man Aufsuchen der
Stammfunktion. Dabei wird also eine Funktion F(x) gesucht, deren Ableitung die

Funktion f(x) ist.

Stammfunktion

Eine reelle Funktion F heil3t Stammfunktion der reellen Funktion f Gber einer
gemeinsamen Definitionsmenge D, wenn gilt:

F'(x)=f(x) faralle x D

Zeige, dass die Funktionen

a) F1(x):%x3—;x2 —%x

b) F2(x):%x3 —% 2—%x+2
c) F3(x)_%x3 —%xz —%x—1
d) F“(x)z%xe’—%x2 —%x+c

3 2 4 .
—~ W — — |
0 X —X sind!

Stammfunktionen der Funktion f(x)= -

Wenn F(x) Stammfunktion von f(x) ist, dann muss f(x)=F'(x) gelten.

a) F(x)=%x3—%x2—%x

F (X) =X~ X5 W. Z. Z. W.
b) FZ(X):%xs—%xz—gx+2

F(X) =X —x-= W. Z.Z. W.

c) F(x) =Ltx3-1

Sl
—~
x
SN—
I
3l
x
x
|

5 W. Z.Z. W.

Beim Ableiten fallt die Konstante -1 weg.

d) F,(x) %xs —%xz —%x+c
B (X)=ox®—x—+ W. Z. Z. W.

Beim Ableiten fallt die Konstante ¢ weg.
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Aus dem Beispiel erkennt man: 5
Alle Funktionen, die sich nur durch eine 3
Konstante ¢ (c € R) unterscheiden, sind
Stammfunktionen derselben Funktion.

Ihre Graphen liegen parallel und kdnnen durch
Schiebung entlang der y-Achse ineinander
Ubergefiihrt werden.

Unbestimmtes Integral

Die Menge aller Stammfunktionen einer gegebenen Funktion f(x) wird als
unbestimmtes Integral bezeichnet.

Man schreibt: _[f x)dx=F(x)+c mit (ceR)

Man bezeichnet f( ) als Integrand und c als Integrationskonstante.

Ubersicht:
F(x) ist Stammfunktion von f(x)
Stammfunktion DIFFERENZIEREN nach x Ableitungsfunktion
F(x) > f(x)

A

Es gilt: f(x)=F(x)
INTEGRIEREN nach x

If(x) dx=F(x)+c ,Integral f(x) nach dx”
Stammfunktionen von Summen und Vielfachen von Funktionen

Sind F(x) und G(x) Stammfunktionen von f(x) bzw. g(x), dann gilt:

(1) F(x)+G(x) ist eine Stammfunktion von f(x)+g(x) .... Summenregel
(2) F(x)—G(x) ist eine Stammfunktion von f(x)—g(x) .... Differenzregel
(3) k-F(x) ist eine Stammfunktion von k-f(x) mit ke R .... Konstantenregel
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Berechnung von Stammfunktionen mit Hilfe von Grundintegralen

Fir den Beweis der folgenden Formeln kannst du die Grundintegrale jeweils differenzieren.

Funktion f(x) Stammfunktion F(x) mit ceR
f(x)=a F(x)=a-x+c mit xe R, ae R\ {0}
f(x)=0 F(x)=c mit xeR,ceR
f(x)=x" F(x):n1+1 n“tTic  bzw _
o mit xeR,neR\{—1}
F(X): n+1 +C
f(x)=a-x" F(x)=-2 "Tic  bzw
hit mitxeR,aeR,neR\{—']}
F(X): aﬁxm +C

Ermittle die Stammfunktion der Funktion f! Uberpriife das Ergebnis durch Differenzieren!
a) f(x) =x? Stammfunktion der Potenzfunktion

F(x) :%x2+1 =5+c Probe:
F(x) =XT3+C

f(x)=F(x)= 22X +0=x2

b) f(x) =5x> —2x Differenzregel, Stammfunktion von Potenzfunktionen
X3+1 X1+1
F(x)=56-—y-2.——=
:%-x4 -x%+c Vergiss nicht auf die Integrationskonstante
Probe:

F(x)=—-x*-x%+c
f(x):F'(x):4-%-x3 -2.x+0=
=5x3 - 2x
Beachte:
Da die Begriffe ,Stammfunktion” und ,unbestimmtes Integral” nahezu dasselbe bedeuten, ist

die Aufgabestellung ,Ermittle die Stammfunktion der Funktion f“ gleichbedeutend mit der
Aufgabenstellung ,, Berechne das unbestimmte Integral”

Berechne das unbestimmte Integral! Uberpriife das Ergebnis durch Differenzieren!
a) J.(Zx5 +1) dx = Summenregel, Integration der Potenzfunktion
:J.Zx5 dx+j1dx:
—2. 8 1 x=
:XTG +X+cC Probe:

(XT6+X+C) :6-%5+1+0:2x5+1
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b) JX—SZ dx = Verwandle in eine Potenzfunktion, Integration
-2
= I5x dx =
=5 X_: =-2+c Probe

(——5 + c)' = (—5x’1 + c)’ =-5-(-1)-x2+0= X—52

Beispiele zur Berechnung von Integralen, wo zunédchst der Integrand vereinfacht werden muss.

Berechne folgende unbestimmte Integrale!

a) Iw dx = Kirzen durch x
:f(xz—2x+5)dx:XT3—2-X—;+5x:XTB—x2+5x+c
b) ISXX;1 dx = Kiirzen durch x*
:J‘(X—i—X—L)dx:I(S-x’z—x’3)dx:3-f—?—f—z:—%+#+c
c) I X:;g dx:j% dx = Zerlegen und Kirzen durch x+3
:I(x—3)dx:x72—3x+c
d) [X2" dx= Vv dle in ein Produk Linearfak
s OX= erwandle in ein Produkt von Linearfaktoren unter
Verwendung des 3. Satzes von Vieta (siehe Mathematik
Aufsteigen, 5. Klasse)
x?-2x-15=0
X1 =1£41+15
X1,2 :1i4
X1 :_3, X2 :5
x? -2x-15=(x+3)-(x-5)
:I%dx: Kirzen

:I(x+3)dx:XTz+3x+c

Funktion f(x) Stammfunktion F(x) mit ce R
f(x):% F(x)=In|x|+c mit x e R*
f(x):ﬁ F(x):ln|x+d|+c mit xeR,de R und x = —d

Berechne folgende unbestimmte Integrale!

a) j% dx:3-f% dx = Anwenden der Formel

:3-In|x|+c



Integralrechnung

b) in1 dx = Anwenden der Formel

:5-In|x+1|+c
c) j(%—%) dx = Differenzregel, Anwenden der Formel
:J‘(7-x’2—6-%)dx:7-’f—?—6-ln|x|:

:—%—G-In|x|+c

Funktion f(x) Stammfunktion F(x) mit ce R

f(x)=¢" F(x)=€e*+c mit x e R
f(x)=e"" F(x):%-ea'x+c mit x e R, ae R\ {0}
f(x)=a" F(x)= lna(xa)+c mit x e R, aeR"\ {1}

Ermittle die Stammfunktion der Funktion f(x) !

a) f(x)=e*-3 Anwenden der Formel
F(x)=e*-3x+c
b) f(x)= e +2 Anwenden der Formel
F(x)= % e 1 2x+c¢
c) f(x)= 5" +5 Anwenden der Formel
F(x) +c
Funktion f(x) Stammfunktion F(x) mit ce R
f(x):ln(x) F(x):x-ln(x)—x+c mit x e R*
1 .
f(x) ="log(x) F(x):ln(a)~[x~ln(x)—x}+c mit xe R", ae R\ {1}

Berechne folgende unbestimmte Integrale!

j% In(x) dx = Anwenden der Formel
:%-[x-ln(x)—x]+c
b) Izlog(x) dx = Anwenden der Formel

c) Iln(xz) dx = Umformen (Logarithmusregeln), Anwenden der Formel
In(

x)dx =2- [x-ln(x)—x}+c
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Integralrechnung

Funktion f(x)

Stammfunktion F(x) mit ce R

f(x) =sin(x) F(x)=-cos(x)+c mit x e R
f(x)=sin(a-x) F(x):—— cos(a-x)+c mit x e R, ae R\ {0}
f(x)=cos(x) F(x)=sin(x)+c mit x e R
f(x)=cos(a-x) F(x):— sin(a-x)+c mit x e R, ae R\ {0}

Berechne folgende unbestimmte Integrale!

a) I[sin(x) —cos(x)] dx = Differenzregel, Anwenden der Formel
Summenregel, Anwenden der Formel
Anwenden der Formel

Berechnung von bestimmten Integralen

Mit Hilfe von Stammfunktionen kann man den Wert eines bestimmten Integrals berechnen.
Dazu dient der folgende Satz:

Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion und ist F eine beliebige Stammfunktion
von f, dann gilt:

jf x) dx =F(b)—-F(a), wobei das Ergebnis eine reelle Zahl ist.

Die Zahl a wird als Untergrenze, die Zahl b als Obergrenze bezeichnet.

Berechne!

3
Ixz dx Eine Stammfunktion zu f(x) =x? ist F(x):XT3

3
Es gilt daher sz dx =F(3)-F(1)= ,obere Grenze” minus , untere Grenze”
1

_3® P 1 _ 26

~3 3 373
Beachte:
Folgende abgeklirzte Schreibweisen sind in der Mathematik Gblich:

3 3
3 1 26 2 3T 32 1 26
=333 oder [x dx_[T A

1
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