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»ES IST NICHT GENUG, ZU WISSEN, MAN MUSS AUCH ANWENDEN;

ES IST NICHT GENUG, ZU WOLLEN, MAN MUSS AUCH TUN.“
JOHANN WOLFGANG VON GOETHE

Aus der Praxis fiir die Praxis

Das vorliegende Buch ist eine in der Praxis bewahrte Lernhilfe, die zur Wiederholung und Festigung
mathematischen Wissens dient. Es stellt die Grundlagen bereit und vermittelt neben dem Grundwissen auch
Erweiterungs- und Vertiefungswissen, das zum Erreichen mathematischer Kompetenzen unerlasslich ist. Das Buch
enthdlt alle Stoffkapitel, die im mathematischen Schulunterricht eine tragende Rolle spielen und wendet sich an
eine breite Leserschaft:

Schiilerinnen und Schiilern ist es ein praktischer Helfer bei der sinnvollen Wiederholung und Festigung des
Lehrstoffs. Es dient zur Bewaltigung der Hausiibungen und zur Vorbereitung auf Schularbeiten und Priifungen.

Eltern finden in Ubersichtlicher Form alle Informationen, die sie bendtigen, um ihre Kinder bei der Lernarbeit zu
unterstlitzen.

Studierende verschiedenster Studienrichtungen kdnnen es als Nachschlagewerk nutzen, da es jene mathematischen
Grundlagen enthilt, die fiir ihr Studium vorausgesetzt werden. Mit geringem Aufwand werden rasch Wissensliicken
geschlossen.

Lehrerinnen und Lehrern dient das Buch als wichtiger Begleiter. Sei es bei der Vorbereitung einer gezielten
Wiederholung des im Unterricht behandelten Lehrstoffs oder im Hinblick auf die Reifepriifung, um die Lerninhalte
zuriickliegender Klassen nochmals aufzufrischen.

Fit fur die Zentralmatura

Der fiir die Zentralmatura relevante Lehrstoff gliedert sich in die Inhaltsbereiche Algebra und Geometrie (AG),
Funktionale Abhangigkeiten (FA), Analysis (AN) und Wahrscheinlichkeit und Statistik (WS).

Jene Kapitel des Buchs, die darauf besonders Riicksicht nehmen, sind im Inhaltsverzeichnis gekennzeichnet.

Der hier dargebotene Lehrstoff geht teilweise tiber das Grundkompetenzwissen hinaus, ist aber vor allem in
Hinblick auf die selbststandige Anwendung von Wissen und Kénnen von Bedeutung,

Ubersichtliche Darstellung des Lehrstoffs

Der Lehrstoff wird in knapper und tibersichtlicher Form dargeboten. Die jeweils auf einer Seite oder Doppelseite
abgeschlossenen Lerneinheiten enthalten in einem kurzen Theorieteil die wichtigsten Begriffserklarungen,
Definitionen, Lehrsatze, Gesetze und Formeln. Dadurch gewinnt man einen raschen Einblick in ein bestimmtes
mathematisches Teilgebiet. Der iibersichtliche Aufbau, die starke Untergliederung des Lehrstoffs, zahlreiche
Abbildungen sowie ein detailliertes Inhaltsverzeichnis und ein ausfiihrliches Stichwortregister ermoglichen eine
schnelle und zuverldssige Orientierung. Das Buch enthalt auflerdem ein umfangreiches Verzeichnis mathematischer
Zeichen, Abkiirzungen und Symbole.

Zahlreiche Beispiele und iiber 500 Musteraufgaben mit ausfiihrlichen Losungen und Losungshinweisen dienen
dazu, den jeweils geschilderten mathematischen Zusammenhang rascher erfassen, anwenden und einiiben zu
konnen. Diese Aufgaben sind ein unverzichtbarer Teil des Buches und sollen gewissenhaft durchgearbeitet werden.
Bei manchen Aufgaben (z. B. Kurvendiskussionen und Extremwertaufgaben) kann der Rechenaufwand durch
Technologieunterstiitzung gering gehalten werden.

Allen, die zu diesem Buch greifen, wiinschen die Autoren viel Freude und den erhofften Erfolg. Unser Dank gilt
jenen, die an der Entstehung dieses Buches mitgewirkt haben.

Wien, im Herbst 2019 Mag. Martin BERNHARD
Mag. Glinther KOPP
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1 Aussagen, Mengen

1.1 Aussagen
1 Grundbegriffe

I Eine Aussage ist ein Satz, bei dem man feststellen kann, ob sein Inhalt wahr oder falsch ist. I

wahr (w), (1).

falsch (f), (0).

Beispiele fiir wahre Aussagen: (1) Wien liegt an der Donau. (2) 72 ist durch 3 teilbar. (3) 7> 3.

Beispiele fiir falsche Aussagen: (1) Das Jahr hat 13 Monate. (2) Die Winkelsumme im Dreieck betrigt 190°.
Keine Aussagen sind zB Fragesatze, weil ihnen kein Wahrheitswert zugeordnet werden kann.

Beispiele: (1) Wie grof bist du? (2) Ist 3 eine naturliche ZahI?

Eine wahre Aussage hat den Wahrheitswert
falsche

geeigneten Menge in eine Aussage (ibergeht.

Eine Aussageform ist ein Satz, der Platzhalter enthilt und der bei Belegung aller Platzhalter mit Elementen einer |

Kupfer ist ein Metall. w 6+2>7 w

Beispiele: (1) Aist ein Metall. Schwefel ist ein Metall. f (2)x+2>7 44257 f
2 Negation von Aussagen
I Eine Negation (Verneinung, Gegenaussage) ist das logische Gegenteil einer Aussage. I

Man schreibt: —=A und spricht: ,non A” oder ,nicht A"

Die Aussage —A ist wahr, wenn die Aussage A falsch ist und umgekehrt.

Beispiel: A:3 ist eine nattirliche Zahl. Formal: 3eN (w). —A : 3 ist keine natiirliche Zahl. Formal: 3 ¢ N (f).
Anmerkung: Die doppelte Verneinung —(—A) stimmt mit der urspriinglichen Aussage A iiberein.

Beispiele: (1) ,Es stimmt nicht, dass es nicht regnet” ist gleichbedeutend mit ,Es stimmt, dass es regnet”.
(2) ,Es gilt nicht, dass 4 keine Quadratzahl ist” ist gleichbedeutend mit ,Es gilt, dass 4 eine Quadratzahl ist".

3 Allaussagen, Existenzaussagen
I Allaussagen sind Aussagen, die fiir alle Elemente einer gegebenen Grundmenge gelten. I

Beispiel: Alle geraden natiirlichen Zahlen sind durch 2 teilbar. Formal: V®x € N,: 2 | x. (w).

Anmerkungen: 1) Eine Allaussage kann durch ein einziges Gegenbeispiel widerlegt (falsifiziert) werden.
Beispiel: Alle Primzahlen sind ungerade. Formal: Vx € P:x € Ny (f). Gegenbeispiel: x = 2.
2) Die Negation einer Allaussage fiihrt zu einer Existenzaussage bezliglich der gegenteiligen Eigenschaft.

Die Behauptung Vx € Z: x <0 ist falsch.

Wie lautet die Behauptung in umgangssprachlicher Form?
Alle ganzen Zahlen sind kleiner als 0, also negativ.

Gib ihre Negation (1) in formaler, (2) in sprachlich exakter Form an.
I°xeZ:x=0. Es gibt mindestens eine ganze Zahl, die grofSer oder gleich null ist (zB. die Zahl 1), (w).

I Existenzaussagen sind Aussagen, die fiir mindestens ein Element einer gegebenen Grundmenge gelten. I

Beispiel: Es gibt eine Primzahl zwischen 50 und 60. Formal: 3x € Z, 50 < x < 60: x € P. (w), zB: x=53.

Anmerkungen: 1) Eine Existenzaussage kann durch ein einziges Beispiel bestitigt (verifiziert) werden. Siehe obiges Beispiel.
2) Die Negation einer Existenzaussage fithrt zu einer Allaussage beziglich der gegenteiligen Eigenschaft.

Die Behauptung ,Es gibt mindestens eine ganze Zahl, die nicht durch 3 teibar ist” ist wahr (zB 5).
Wie lautet die Behauptung in formaler Form?
3 xeZ:—(3|x)oder 3] x.
Gib ihre Negation (1) in sprachlich exakter Form, (2) in formaler Form an.
Alle ganzen Zahlen sind durch 3 teilbar. Vx e Z: 3|x (f), Gegenbeispiel: 5 ist nicht durch 3 teilbar.

® v firalle".. Allquantor. 3= ,Es gibt (mindestens) ein” ... Existenzquantor.
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1.2 Verkniipfungen von Aussagen

Eine Verkniipfung von Aussagen liegt dann vor, wenn gegebene Aussagen durch Bindewdrter zu einer neuen
Aussage zusammengesetzt werden.

1 Logische Und-Verkniipfung (Konjunktion)
Es werden zwei Aussagen A und B durch das Bindewort ,,und” zu einer neuen Aussage verknipft.
Man schreibt: A AB und spricht: ,A und B“ im Sinne von ,sowohl A als auch B".

Beispiele: (1) Innsbruck ist die Hauptstadt Tirols und Innsbruck liegt am Inn.
(2) xist grofler als 3 und kleiner als 10, formal: (x > 3) A (x <10), entspricht 3<x <10.

I Die Aussage A AB ist genau dann wahr, wenn sowohl die Aussage A als auch die Aussage B wahr ist.

Fiir welche ganzen Zahlen ist die Aussage (x> =16) A (x <0) wahr? Begriinde!

Fur x =—4, weil sowohl (—=4)* =16 als auch —4 <0 wahre Aussagen sind.

Anmerkung: Die mengentheoretische Entsprechung der Konjunktion ist die Bildung des Durchschnitts.

2 Logische Oder-Verkniipfung (Disjunktion)
Es werden zwei Aussagen A und B durch das Bindewort ,,oder” zu einer neuen Aussage verkniipft.
Man schreibt: A v B und spricht: ,A oder B“ im nicht ausschlieflenden Sinn.
Beispiele: (1) Die Donau entspringt in der Schweiz oder die Donau fliet durch Osterreich.
(2) 2 ist eine Primzahl oder 2 ist keine ganze Zahl: 2eP)v (2¢ 7).

Die Aussage A v B ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen wabhr ist.

Fur welche natlirlichen Zahlen ist die Aussage (n<5) Vv (n=6) wahr? Begriinde!

Firn=0,1,2,3,4,6,7,8, .., weil fiir die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 die erste Aussage und fiir die Zahlen
6,7, 8, .. die zweite Aussage wahr ist.
Anmerkung: Die mengentheoretische Entsprechung der Disjunktion ist die Bildung der Vereinigung.

1.3 Beziehungen zwischen Aussagen

In der Mathematik sind die ,wenn ..., dann ...“- und die ,genau dann ..., wenn ...“-Beziehung von besonderer
Bedeutung.

| Eine Implikation oder logische Folgerung liegt dann vor, wenn aus einer Aussage A die Aussage B folgt.

Man schreibt: A = B und spricht: ,Wenn A, dann B" oder ,Aus A folgt B“ oder ,A impliziert B“.
Beispiele: (1) Teilbarkeit durch 6 = Teilbarkeit durch 3. (2) x ist ein Trapez = x ist ein Viereck.

Anmerkungen: 1) Gilt fiir zwei Aussagen oder Aussageformen die Implikation A=>B, so heif3t A eine hinreichende Bedingung fiir B und
B eine notwendige Bedingung fiir A.
2) Die Implikation A = B ist selbst eine Aussage. Diese ist falsch, wenn A wahr und B falsch ist.
3) Bei einer Implikation stehen die den Aussagen zugeordneten Mengen L, und Lg in der Beziehung Ly cLg.

Im obigen Beispiel (1) gilt: Ly ={.. -12,-6,0,6,12 ..} clg ={..-12,-9,-6,-3,0,3,6,9,12 ..}.

Eine Aquivalenz oder logische Gleichwertigkeit liegt dann vor, wenn aus einer Aussage A die Aussage B folgt und
umgekehrt.

Man schreibt: A < B und spricht: ,A genau dann, wenn B“ oder ,Aus A folgt B und umgekehrt” oder
»A dquivalent B“. A < B ist gleichbedeutend mit A=B und B= A.
Beispiele: (1) Teilbarkeit durch 3 << Quersumme durch 3 teilbar. (2) x ist Vielfaches von 5 < 5|x.

Anmerkungen: 1) Gilt fiir zwei Aussagen oder Aussageformen die Aquivalenz A < B, so heift A eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir B und umgekehrt.
2) Die Aquivalenz A <> B ist selbst eine Aussage. Diese ist wahr, wenn beide Aussagen entweder wahr oder falsch sind.

3) Bei einer Aquivalenz stehen die den Aussagen zugeordneten Mengen L, und Ly in der Beziehung L =Lg.

Im obigen Beispiel (2) gilt: L, =L = {, -10, -5, 0, 5, 10, }
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1.4 Mengen

1 Menge - Element

In der Mathematik werden gewisse Objekte haufig zu einer Menge zusammengefasst. Von CANTOR, dem
Begriinder der Mengenlehre, stammt folgende Definition der Menge:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von eindeutig bestimmten und wohlunterscheidbaren Dingen (Objekten)
der Wirklichkeit oder des Denkens zu einem Ganzen. Diese Dinge heiflen Elemente der Menge.

Beispiele:
(1) Die Menge der Buchstaben im Wort MATHEMATIK besteht aus den Elementen A, E, H, I, K, M, T.
(2) Zahlenmengen: Natiirliche Zahlen N ={0, 1, 2, 3, ..}, Ganze Zahlen Z={..-2,-1,0, 1, 2, ..} (siehe Kap. 2.1)

a € M: aist ein Element der Menge M oder: a gehdrt zur Menge M.
a & M: aist kein Element der Menge M oder: a gehort nicht zur Menge M

Gegeben sind die Zahlen 1,-5, 2, 0, V2. Stelle von jeder Zahl fest, ob sie Element der Mengen

S0
NN, Ng, N, P, 7+ 7,Q,1, Rist oder nicht (siehe Kap. 2.1). Trage das Ergebnis in eine Tabelle ein.
N* N N, Nu P z z Q I R
1 € € & € & € ¢ € & €
=5 2 2 3 2 2 & € € & €
3 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ E ¢ e
0 ¢ € € 2 ¢ ¢ ¢ € 2 €
2 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ e c

2 Besondere Mengen
a) Endliche Mengen:
Beispiele: (1) Menge der Teiler von 8: T(8)={1,2, 4, 8}
(2) Menge der geraden natirlichen Zahlen von 2 bis 10: M ={2, 4, 6, 8, 10}
b) Unendliche Mengen:
Beispiele: (1) Menge der Vielfachen von 3:V(3)=1{3,6,9, 12, ..}
(2) Die Zahlenmengen, N, N, Ny N, P, 7+, Z,Q, 1, R ... (siehe Kap. 2.1, Abs.1)
c) Die leere Menge enthalt kein Element. Bezeichnung: { } oder @

Beispiel: =M = Menge der natirlichen Zahlen zwischen 1 und 2 ={}

3 Festlegen und graphische Darstellung von Mengen

Aufzihlendes Verfahren: Die Elemente der Menge werden zwischen zwei geschwungenen Klammern angegeben.

Lege die Menge der Primzahlen, die kleiner als 20 sind, im aufzahlenden Verfahren fest.
Ergebnis: M=1{2,3,5,7,11,13,17, 19}

Hinweis: Primzahlen sind natiirliche Zahlen #1, die nur durch 1 und sich selbst teilbar sind (siehe Kap. 2.6, Abs. 1).

Beschreibendes Verfahren: Die Elemente der Menge werden durch ihre gemeinsamen Eigenschaften
charakterisiert (mengenbildende Eigenschaft).

Lege die Menge A={-3,-2,-1,0, 1, 2} im beschreibenden Verfahren fest.
Ergebnis: A = {x 5 Z\—3<x<2} oder A ={-3=x=2|

In Worten: A ist die Menge aller x aus der Menge Z , fiir die gilt:
x ist grofier oder gleich —3 und x ist kleiner oder gleich 2.
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Mengenbild, Mengendiagramm oder VENN-Diagramm: Die Elemente einer Menge werden durch Punkte der
Ebene veranschaulicht, die durch geschlossene Linien begrenzt sind.

Stelle die Menge B= {x eN, |3 <x< 8}

durch ein VENN-Diagramm dar. Ergebnis:
Fig. 1.1
Intervall: Jede Teilmenge von R, die sich als ,Abschnitt” auf der Zahlengeraden darstellen lasst.
Man unterscheidet zwischen abgeschlossenen, halb offenen und offenen Intervallen (siehe Kap. 17.1, Abs.1).
Stelle folgende Mengen durch Intervalle dar:
{xeR|-1<x<2} {xeR|-1<x<2} {xeR|-1<x<2} {xeR|[x>-1}
Ergebnis: [—1; 2] ]—1; 2] ]—1; 2[ [—1; oo[
r—-Gv o—_e o0 >
10 1 2 x 10 1 2 x d0 1 2 X 10 x
Fig 1.2a Fig 1.2b Fig 1.2¢ Fig 1.2d
1.5 Beziehungen zwischen Mengen
1 Gleichheit von Mengen
Zwei Mengen sind genau dann gleich (A =B), wenn sie dieselben Elemente enthalten.
(A=B) < Vx: [(xeA)@(xeB)]
Vergleiche die Mengen A={2, 3,4} und B= {22, % 2}.
2 .
B={2"=4,$=3,2}={4,3,2}={2,3,4) Ergebnis: A= B

2 Machtigkeit einer Menge
Die Machtigkeit einer endlichen Menge M ist die Anzahl ihrer Elemente.

In Symbolen: z(M) oder| M |

Die leere Menge hat die Machtigkeit z({}) = 0. Bei allen nicht leeren endlichen Mengen ist die Michtigkeit eine
natiirliche Zahl.

Bestimme die Machtigkeit folgender Mengen: Ergebnis:
A={xy, z} z(A)=3
B={xeZ|-5<x<3}={-4, -3, -2, -1,0,1,2] 2(B)=7
C:{xeﬂj’|13<x<17}={ } z(CO)=0

3 Gleichmachtigkeit von Mengen

Zwei Mengen A und B heifSen gleichmachtig (A ~ B), wenn es eine umkehrbare (bijektive) Abbildung von A auf B
gibt.
Endliche Mengen sind gleichmachtig, wenn sie dieselbe Anzahl von Elementen haben.
Beispiele: (1) Fir A={a, b, ¢, d} und B={1, 2, 3, 4} gilt (A ~B), daz(A)=z(B)=4.
(2)N'={1,2,3,4,5,..}
11117 Esgile N'~ Ng , da es eine bijektive Abbildung von N auf Ng gibt.
Ng=1{0,2,4,6,8,..}
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4 Teilmenge

Die Menge A ist Teilmenge der Menge B(A =B), wenn jedes Element von A auch Element von B ist.
In Symbolen: (A =B) < Vx: [(x eA)=>(xe B)]

Eigenschaften:
a) A heif3t echte Teilmenge von B(A =B), wenn A Teilmenge von Bund A #B ist.

b) Ist A< B, so nennt man B die Obermenge von A.
c) Ac A:Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst.
d) { ] = A: Dieleere Menge ist Teilmenge jeder Menge.

Gegeben sind die Mengen A = {x eN’ | X ist ein Teiler von 8} und B= {x eN’ | X< 8}.

Zeige, dass A eine Teilmenge von B ist. Veranschauliche den Sachverhalt durch ein VENN-Diagramm.

A={1,24,8} 5 A B, dajedes Element von A
auch Element von B ist.
B=1{1,2,3,4,56,7 8} A Es gilt sogar: AcB, da A #Bist.
Fig.1.3

5 Potenzmenge
Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M.
P(M)={x|X =M}
a) Die Elemente der Potenzmenge sind selbst Mengen. P(M) ist ein Beispiel fiir ein Mengensystem.

b) Die Potenzmenge einer Menge M mit n Elementen enthilt 2" Teilmengen von M als Elemente.
Ihre Machtigkeit betragt also 2".

Ermittle die Potenzmenge der Menge M = {x, y, z} und stelle die Anzahl ihrer Elemente als Potenz von

2 dar.
P(M)={{}, {x}, {y} {2} {x yb I 2y, 21 {x v, 23}, 2(P(M)) =8 =23

1.6 Verkniipfungen von Mengen

1 Durchschnitt von Mengen

Die Durchschnittsmenge (der Durchschnitt) A NB zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die

sowohl zu A als auch zu B gehoren.

In Symbolen: AmB={x|(xeA)/\(xeB)} A@H%B

Man schreibt: A ™ B und spricht: ,A geschnitten mit B“.

AnB Fig. 1.4
Eigenschaften der Durchschnittsmenge:
a) AnNBCA
ANBcCB Der Durchschnitt ist Teilmenge jeder der gegebenen Mengen.
b) Ist A< B, dann gilt ANB=A und umgekehrt. Sonderfall: {} "B = {}
c) Furalle AgiltANA=A Idempotenzgesetz

d) Zwei Mengen A und B, die kein Element gemeinsam haben, heiflen elementfremd (disjunkt).
Ihr Durchschnitt ist die leere Menge: A N B = {}.

e) AnB=BNA Kommutativgesetz

f) (ANB)NC=AN(BNC) Assoziativgesetz
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Ermittle den Durchschnitt folgender Mengen und veranschauliche graphisch:

A:{xel]j’|x<7},Bz{xeN*|xteilt12}

A=1{2,3,57} ANB={2,3}

B={1,2,3,4,6,12} ANB={xeP|x<3}

AnB Fig. 1.5
A={1,3,57,9}, B={xeN|1<x<11]

A
A=1{1,3,5,7,9} ) b AnB={}
B=1{2,4,6,8,10} Die Mengen A und B sind disjunkt.
Fig. 1.6
A:{xeN |x>7},B={xeN*|x$12}

A=1{8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, ..}
B={1,2,3,4,56,7,8910,11,12}

1.2 3 4 5 6 7 87971011712 13 14 15 16 17 18

: /
ANB Fig. 1.7

ANB={8,9,10,11,12} ={ xeN|g<x=<12|

Anmerkung: Verwendet man in der Aufgabe 1.14c) die Menge R als Grundmenge, so erhilt man das Ergebnis
AnB={xeR|7<x=<12}=]7:12].
2 Vereinigung von Mengen

Die Vereinigungsmenge (die Vereinigung) A UB zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die zu
A oder zu B gehoren.

In Symbolen: A U B = {x | (x e A) v (x € B)}

Man schreibt: A U B und spricht: A vereinigt mit B“.

Eigenschaften der Vereinigungsmenge:

a) AUBDAund AUBDB Die Vereinigung ist Obermenge jeder der gegebenen Mengen.
b) Ist A € B, dann gilt AU B =B und umgekehrt. Sonderfall: {} UB=B
c) Furalle Agilt AUA=A Idempotenzgesetz
Sonderfall: {} U {} = {}
d) AUB=BUA Kommutativgesetz
e) (AUB)UC=AUBUCQ) Assoziativgesetz

Gegeben sind die beiden Mengen A={x e P | x=<7}und B={x | x teilt 12}.
Ermittle die Vereinigung beider Mengen und zeichne ein VENN-Diagramm.

A=1{2,3,57}
AUB={1,2,3,4,56,7, 12}
B={1,23,4,6,12}
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